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МЕТОДОЛОГІЯ  РОЗРАХУНКУ  ЗАЛІЗОБЕТОННИХ 
ЕЛЕМЕНТІВ  ЗА  ДЕФОРМАЦІЙНО-СИЛОВОЮ  МОДЕЛЛЮ

АНОТАЦІЯ. Представлено найважливіші положен-
ня узагальненої методології розрахунку нормаль-
них перерізів залізобетонних елементів за гранични-
ми станами,  розробленої за деформаційно-силовою 
моделлю, в основу якої закладено діаграму стану еле-
мента «момент-кривина». Використання зазначеної 
діаграми у розрахунках забезпечує інтегральну оцінку 
напружено-деформованого стану нормальних перерізів 
за гіпотезою, що функціонально поєднує силові факто-
ри з деформаційними параметрами завантаженого 
залізобетонного елемента. В результаті цього систему 
статичних, геометричних та фізичних співвідношень, 
якими визначається напружено-деформований стан 
залізобетонного елемента, доповнено додатковими 
аналітичними залежностями. Ці залежності сприя-
ють розкриттю внутрішньої статичної невизначеності 
перерізів залізобетонних елементів, забезпечують 
методологічну єдність їх розрахунків за гранични-
ми станами з уникненням численних ітераційних 
операцій при цьому. Обґрунтовано з фізичної точки 
зору пропозиції щодо застосування критеріїв вичер-
пання несучої здатності залізобетонних елементів.
Чітко окреслено функціональний зв'язок діаграм 
деформування матеріалів (бетону та арматури) з 
діаграмами стану залізобетонних елементів при їх 
розрахунках за несучою здатністю, прогинами та 
тріщиностійкістю. Сформульовано найважливіші поло-
ження теорії їх тріщиностійкості, що методологічно 
обґрунтовані з фізичної точки зору та максимально 
позбавлені емпіризму. Розроблено методологію роз-
рахунку ширини розкриття нормальних тріщин і 
відстані між ними з урахуванням не тільки зчеплення 
арматури з бетоном, але й зміни напружень уздовж осі 
арматури. Завдяки універсальній залежності «момент-
кривина» отримано замкнуті рішення щодо визна-
чення кривини та розрахунку деформацій (прогинів) 
залізобетонних елементів різними методологіями, в 
тому числі і енергетичними. 
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ABSTRACT. The major provisions of the generalized 
methodology for calculating the normal cross sections 
of reinforced concrete elements over limiting states are 
presented. It is developed on the deformation-force 
model, which is based on the element state diagram 
"moment-curvature". The usage of this diagram in the 
calculations provides an integral evaluation of the stress-
strain state of the normal cross sections by the hypothesis 
that functionally combines the force factors with the 
deformation parameters of the loaded reinforced concrete 
element. As a result, the system of static, geometric 
and physical relationships describing the stress-strain 
state of the reinforced concrete element is expanded by 
additional analytic dependencies. These dependencies 
facilitate the disclosure of the internal static uncertainty of 
the reinforced concrete elements cross sections, ensure the 
methodological unity of their calculations on the limiting 
states and allow avoiding numerous iterative operations 
in this case. The proposals for the application of the 
bearing strength exhaustion criteria of reinforced concrete 
elements are substantiated from the physical point of view.
The functional connection of the material deformation 
diagrams (concrete and reinforcement) with the state 
diagrams of reinforced concrete elements in their 
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ПОСТАНОВКА  ПРОБЛЕМИ. Методоло-
гія розрахунку залізобетонних елементів зав-
жди розвивалася переважно у напрямку, де 
точність відтворення їх реального напружено-
деформованого стану була пріоритетною. З роз-
витком комп’ютерних технологій питанням ін-
женерної реалізації методів розрахунку зазначе-
них елементів стали надавати дещо менше уваги. 
І сьогодні вже можна констатувати, що інженерні 
розрахунки залізобетонних елементів за існуючи-
ми методами, заснованими на деформаційних мо-
делях, виконати часто буває проблематично.

У цьому зв’язку ставиться до вирішення проб-
лема розробки загальної методології розрахунку 
залізобетонних елементів на основі гіпотези, що 
поєднує силові фактори з деформаційними пара-
метрами завантаженого залізобетонного елемен-
та, забезпечуючи тим самим інтегральну оцінку 
напружено-деформованого стану його перерізу. В 
основу зазначеної методології закладаються моде-
лі, гіпотези та передумови, що дозволяють відтво-
рювати реальний напружено-деформований стан 
залізобетонних елементів з розкриттям їх внут-
рішньої статичної невизначеності при забезпечен-
ні методологічної єдності всіх розрахунків за гра-
ничними станами. 

АНАЛІЗ ОСТАННІХ ДОСЛІДЖЕНЬ І  
ПУБЛІКАЦІЙ. Одним із основних питань, що до-
водиться вирішувати при розробці чи вдоскона-
ленні загальних методів розрахунку залізобетон-
них елементів, продовжує залишатися спосіб роз-
криття їх внутрішньої статичної невизначеності.

В методах, заснованих на силових моделях, заз-
начена проблема для залізобетонних елементів в 
стадії їх граничної рівноваги вирішувалася за до-
помогою умовного «шарніру пластичності» з іде-
алізованою прямокутною епюрою напружень в 
стиснутому бетоні [1-3], а для проміжних експлуа- 
таційних стадій вона не потребувала вирішення, 

оскільки розрахунки за граничними станами дру-
гої групи набули повної автономності та стали ви-
конуватися на основі емпіричних залежностей без 
залучення гіпотези плоских перерізів. Певною мі-
рою все це віддалило загальну теорію залізобето-
ну від методів будівельної механіки.

Сучасні методи розрахунку залізобетонних еле-
ментів за деформаційними моделями [4-10] повер-
нулися не тільки до використання гіпотези плос-
ких перерізів, але й до заміни ідеалізованої прямо-
кутної епюри напружень стиснутого бетону  реаль-
ною криволінійною. Безперечно, що прийняті пе-
редумови дозволяють не тільки більш точно від-
творювати реальний напружено-деформований 
стан залізобетонних елементів на будь-якій ста-
дії їх деформування, але й загалом сприяють на-
ближенню сучасної теорії бетону та залізобетону 
до загальних методів опору матеріалів і будівель-
ної механіки. Однак у переважній більшості роз-
роблені «деформаційні» методи залишаються до-
волі складними, оскільки потребують виконання 
чисельних ітераційних розрахунків. За таких об-
ставин їх реалізація без спеціального програмно-
го забезпечення стає проблематичною.

В проблемі розкриття внутрішньої статичної 
невизначеності перерізу елементів заміна ідеалі-
зованої прямокутної епюри напружень на реаль-
ну криволінійну, у поєднанні з гіпотезою плоских 
перерізів, могла б бути повноцінною лише за ві-
домих значень граничних деформацій стиснуто-
го бетону. На жаль жодна з деформаційних мо-
делей точних величин зазначених деформацій не 
надає. Щоправда їх наближені унормовані зна-
чення [5, 8] дозволяють дещо зменшити число іте-
рацій у розрахунках залізобетонних елементів за 
граничними станами першої групи. Наразі ж слід 
констатувати, що сучасні методи розрахунку нор-
мальних перерізів залізобетонних елементів за де-
формаційними моделями так і не пропонують спо-
собів розкриття їх внутрішньої статичної невизна-
ченості. 

Щодо розрахунків за граничними станами дру-
гої групи, то відсутність будь-яких рекомендацій 
чи способів зі швидкого знаходження (прогнозу-
вання) відносних деформацій розтягнутої армату-
ри чи крайніх фібр стиснутого бетону веде не тіль-
ки до чисельних ітераційних операцій, але й до 
використання різного роду емпіричних залежнос-
тей, параметрів та коефіцієнтів. Звісно, що за вка-
заних обставин говорити про відсутність емпіриз-
му в інженерних методах розрахунку нормальних 
перерізів залізобетонних елементів за нинішніми 
деформаційними моделями стає проблематично. 

МЕТА СТАТТІ. Основним завданням даної 
статті є висвітлення найважливіших положень за-
гальної методології розрахунку нормальних пе-
рерізів залізобетонних елементів, розробленої за 
деформаційно-силовою моделлю їх опору. Мето-

calculations for the bearing strength, deflection and crack 
resistance is clearly outlined. The major provisions of 
the elements fracture toughness theory are substantiated 
methodologically and maximally rid of empiricism. A 
methodology technique for calculating the width of the 
opening of normal cracks and the distance between them 
is developed taking into account not only the adhesion of 
the reinforcement to the concrete, but also the changes 
in stress along the axis of the reinforcement. Due to 
the universal dependence "moment-curvature" closed 
solutions for determining the curvature and calculating 
the deformations (deflections) of reinforced concrete 
elements by various methodologies, including energy 
ones, are obtained.

KEY WORDS: reinforced concrete, elements, state diagram, 
calculation, methodology
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ди розрахунку, засновані на цій моделі, відріз-
няються від нинішніх деформаційних тим, що 
пов’язують силові фактори не просто з діаграмою 
деформування бетону чи з діаграмою деформу-
вання арматури, а одночасно з обома діаграмами, 
поєднаними між собою в залізобетонному елемен-
ті функцією кривини.

ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ
Загальну методологію розрахунку нормальних 

перерізів залізобетонних елементів конструкцій 
будуватимемо за деформаційно-силовою модел-
лю їх опору на основі універсальної діаграми ста-
ну M-1/r при залученні гіпотез «нелінійності жор-
сткості» [11, 12], плоских перерізів та граничної 
рівноваги з використанням екстремального кри-
терію несучої здатності 

                        0)/1(/ =rddM ,� (1)
де  

M  –  внутрішні зусилля в найбільш напружено-
му перерізі елемента;

1/r – кривина  залізобетонного елемента у тому 
ж перерізі.

Завдяки застосуванню цих гіпотез і вирішують-
ся проблеми розкриття внутрішньої статичної не-
визначеності залізобетонних елементів та забез-
печення методологічної єдності їх розрахунків за 
граничними станами.

Із двох загальноприйнятих рівнянь рівнова-
ги більш жорстким завжди є рівнян-
ня моментів, оскільки в ньому безпо-
середньо відображена умова та гіпоте-
за граничної рівноваги або загальний 
силовий критерій вичерпання несучої 
здатності.

                uEd MM ≤ ,� (2)
де 

MEd –  розрахункове значення зги-
нального моменту від зовнішнього на-
вантаження;

Mu – несуча здатність залізобетон-
ного стержня (максимально можливе 
зусилля в ньому при настанні гранич-
ного стану).

Однак зазначений критерій не доз-
воляє спрогнозувати граничні дефор-
мації матеріалів, використаних для 
виготовлення залізобетонного еле-
мента. Тому в деформаційно-силовій 
моделі до внутрішніх зусиль рівняння 
моментів застосовано екстремальний 
критерій несучої здатності (1). Завдя-
ки цьому критерію, що за своєю сут-
ністю є деформаційно-силовим, гра-
ничні деформації крайніх фібр стисну-
того бетону εcu в залізобетонних еле-
ментах представлено у вигляді функ-

ції, залежної від параметрів армування та ступеню 
неоднорідності деформування бетону в їх попере-
чному перерізі [11, 12] 

 

� (3)

де
εc1 – значення відносних деформацій стиску бето-

ну при максимальних напруженнях αs=Es /200000;
αs – відносне значення модуля пружності армату-

ри ;
k – характеристика деформативності (пружно-

пластичності) стиснутого бетону, k = Eco · εñ1 / fñk;
Eco – початкове значення модуля пружності бе-

тону;
xsi – відстань від нейтральної лінії до центра ваги 

стиснутих стержнів, напруження в яких в гранич-
ному стані не досягають межі текучості;

ρli – коефіцієнт армування перерізу елемента 
тими ж стержнями;

βF – коефіцієнт, що залежить від виду напружено-
деформованого стану елемента і приймається для 
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Рис. 1.  Загальний випадок розрахункового 
перерізу залізобетонного елемента



НАУКА ТА БУДIВНИЦТВО  3(13)’2017 19

стиснутих елементів – 1,0; для згинальних – 0,81;
mh – параметр неоднорідності деформування 

стиснутого бетону уздовж сторони hn, mh=εco,h /εc2 
(рис. 1);

mb – параметр неоднорідності деформування 
стиснутого бетону уздовж сторони bn, mb=εco,b /εc2 
(рис. 1);

εco,h – відносні деформації найменш стиснутих 
фібр бетону по стиснутій грані hn; 

εco,b – відносні деформації найменш стиснутих 
фібр по стиснутій грані bn ; 

εc2 – відносні деформації найбільш стиснутих 
фібр бетону (рис. 1).

Таким чином, деформаційно-силова модель доз-
воляє повноцінно замінити ідеалізовану прямокут-
ну епюру напружень на реальну криволінійну та за-
безпечити розкриття внутрішньої статичної неви-
значеності нормальних перерізів залізобетонних 
елементів у їх розрахунках за граничними станами 
першої групи. 

У розрахунках за граничними станами другої 
групи напружено-деформований стан залізобетон-
ного елемента на будь-якій стадії його деформуван-
ня (рис. 2) оцінюють згідно загальноприйнятих рів-
нянь рівноваги

                        sñtñ NNNN −−= ,� (4)

                        sñtñ MMMM ++= ,� (5)
де

Nñ , Mñ – внутрішні зусилля в бетоні стиснутої 
зони;

Nñt , Mñt – внутрішні зусилля в бетоні розтягну-
тої зони;

Ns , Ms – внутрішні зусилля в арматурі.
В деформаційно-силовій моделі до цих рівнянь 

долучається узагальнена діаграма його стану M-1/r, 
що представлена функцією осередненої кривини 
[11, 12] в блоці між тріщинами (рис. 2), якщо такі 
виникають, 
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де
D0 – початкове значення повної (ΣE3,I3) або при-

веденої (Ecp ,Ired,0) жорсткості залізобетонного еле-
мента;

1/ru – кривина залізобетонного елемента в стадії 
граничної рівноваги.

Утворення нормальних тріщин в залізобетонно-
му елементі (Mcr) оцінюється згідно загальноприй-
нятих рівнянь рівноваги (4) та (5) за граничними 
деформаціями бетону в крайніх фібрах розтягнутої 
зони εñtu, визначеними за екстремальним критері-
єм його міцності 

                        0/ =ctct ddN ε ,� (7)
де

Nct – внутрішнє поздовжнє зусилля в розтягнуто-
му бетоні найбільш напруженого перерізу елемен-
та;

εct – відносні деформації бетону в крайніх фібрах 
розтягнутої зони того ж перерізу.

Ширина розкриття нормальних тріщин w в за-
лізобетонному елементі розраховується на підста-
ві діаграми його стану (6) за відомим зусиллям Mw. 
Значення кривини 1/rw коригують разом з осеред-
неними деформаціями найбільш розтягнутого ар-
матурного стержня εsw і крайніх фібр стиснутого бе-
тону εcw (рис. 3) до виконання загальноприйнятих 
рівнянь рівноваги (4) та (5) з обумовленою точніс-
тю δ.

Згідно деформаційно-силової моделі розраху-
нок прогинів f, за відомих зусиль в залізобетонному 
елементі Mf, також здійснюється на основі діаграми 
його стану (6). Кривину 1/rf та деформації найбільш 
розтягнутого арматурного стержня εsf і крайніх фібр 
стиснутого бетону εcf (рис. 3), що пов’язані між со-
бою гіпотезою плоских перерізів, уточнюють разом з 
прогинами fi до виконання загальноприйнятих рів-
нянь рівноваги (4) і (5) та додаткової умови

    δ≤− −− 11 /)( iii fff ,� (8)

де fi-1 та fi – прогини елемента в 
процесі ітерацій.

Значення самого прогину об-
числюють за формулою Сімпсо-
на [11], правилом трапецій чи за 
класичним виразом

 max
2

max )/1( rlsf ⋅⋅= ,� (9)

де         
s – коефіцієнт, що залежить від 

схеми завантаження та закріп-
лення елементу;

l – розрахункова довжина залі-
зобетонного елементу;

Рис. 2.  Напружено-деформований стан залізобетонного 
елемента в осередненому блоці між тріщинами
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(1/rõ) – осереднена кривина елементу в перерізі 
з найбільшим згинаючим моментом (найменшою 
жорсткістю) від навантаження, за яким визначаєть-
ся прогин.

 
ВИСНОВКИ

Методологія розрахунку залізобетонних елемен-
тів за розробленою деформаційно-силовою модел-
лю їх опору є подальшим розвитком та доповнен-
ням сучасної деформаційної моделі. Завдяки уза-
гальненій діаграмі стану M r−1/  та функції гра-
ничних деформацій стиснутого бетону ε cu  вона 
поглиблює та удосконалює методи, засновані як на 
силових, так і на деформаційних моделях, оскільки:

•   �пов’язує силовий фактор не просто з діагра-
мою деформування бетону чи з діаграмою де-
формування арматури, а з обома діаграмами 

одночасно, поєднаних функцією кри-
вини;

•   �сприяє розкриттю внутрішньої 
статичної невизначеності нор-
мальних перерізів залізобетон-
них елементів та забезпечує мето-
дологічну єдність їх розрахунків 
за граничними станами;

•   �не потребує використання склад-
ного програмного забезпечення 
та може бути реалізована за допо-
могою простих інженерних роз-
рахунків;

•   �гармонізує точні та інженерні ме-
тоди розрахунку нормальних пе-
рерізів залізобетонних елементів;

•   �суттєво обмежує використання 
емпіричних залежностей та кое-
фіцієнтів у розрахунках залізобе-
тонних елементів за граничними 
станами.
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