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ПРАКТИЧНИЙ МЕТОД РОЗРАХУНКУ 
СТИСНУТО-ЗІГНУТИХ ЗАЛІЗОБЕТОННИХ 
ЕЛЕМЕНТІВ ЗА ГРАНИЧНИМИ СТАНАМИ 

ДРУГОЇ ГРУПИ
АНОТАЦІЯ

Стиснуто-зігнуті елементи, що стиснуті поздовж-
ньою силою і сприймають певні поперечні наван-
таження, широко використовуються в будівельній 
практиці (ригелі і колони рам, елементи опор 
мостів, верхні пояси ферм із позавузловим наванта-
женням тощо). В чинних нормативних документах 
стиснуто-зігнуті елементи практично не розгляда-
ються, але є розробки, в яких вирішуються питан-
ня несучої здатності таких елементів на основі 
деформаційної моделі. У зв’язку з цим є доцільним 
і важливим розробити метод розрахунку стиснуто-
зігнутих елементів за граничними станами другої 
групи.

Відсутність посібників із проектування 
залізобетонних конструкцій є суттєвою перепо-
ною в успішному використанні нових нормативних 
документів у проектній практиці.

У статті висвітлено розроблений практичний 
метод розрахунку стиснуто-зігнутих залізобетонних 
елементів за шириною розкриття тріщин та за 
деформаціями, так як в чинних нормативних доку-
ментах представлені тільки основні положення та 
правила проектування конструкцій за сучасною 
деформаційною моделлю стосовно згинальних та 
позацентрово стиснутих елементів. Наведено мате-
матично удосконалені рівняння рівноваги нор-
мальних перерізів, в яких застосовані коефіцієнти 
повноти епюри напружень у стиснутому бетоні та 
відносних згинальних моментів, що діють у нор-
мальному перерізі. Значення коефіцієнтів зале-
жать тільки від класу бетону з урахуванням його 
механічного стану, а тому для них складена табли-
ця. Розв’язання рівнянь рівноваги дає можливість 
знаходити параметри, що входять у розрахункові 
формули для визначення ширини розкриття 
тріщин та прогинів, а саме: деформації в бетоні 
та арматурі, напруження в арматурі та кривиз-
ну елемента за будь-якого рівня навантаження. 
Запропонований метод дає можливість спрости-
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ABSTRACT
The compression-bent elements, compressed by 

longitudinal force and perceive certain transverse loads, 
are widely used in building (crossbars and columns 
of frames, elements of bridges, upper belts of ferms 
with an out-of-nosed load, etc.). In current normative 
documents, compressed-bent elements are practically 
not considered, but there are developments which 
solve the bearing capacity of such elements based on 
the deformation model. In this regard, it is expedient 
and important to develop a method for calculating 
compressed-bent elements by the serviceability limit 
state. The lack of manuals for the design of reinforced 
concrete constructions is a significant barrier to the 
successful use of new normative documents in project 
practice.

This article describes the developed practical method 
for calculating compressed-bent concrete elements for 
the width of crack opening and deformation, as in the 
current normative documents only the main provisions 
and rules for designing constructions according to the 
modern deformation model in relation to bending and 
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non-centered compressed elements are given. The 
mathematically improved equilibrium equations of 
normal sections are presented, in which the coefficients 
of the completeness of the stress diagram in compressed 
concrete and the relative bending moments acting 
in the normal section are applied. The values of the 
coefficients depend only on the class of concrete, 
taking into account its mechanical condition, and 
therefore for them a table is drawn up.

The solution of the equations of equilibrium makes 
it possible to find the parameters that are included in 
the calculation formulas for determining the width 
of the opening of cracks and deflections, namely: 
deformation in concrete and reinforcement, stress in 
the reinforcement and the curvature of the element 
at any load level. The proposed method makes it 
possible to simplify calculations of reinforced concrete 
compressed-bent elements by the serviceability limit 
state and will facilitate the use in the design practice of 
the deformation model in full.
KEY WORDS: compressed-bent, reinforced concrete 
elements, cracks, bends, calculation.

ПОСТАНОВКА МЕТИ ДОСЛІДЖЕНЬ ТА ЇЇ 
ЗВ’ЯЗОК ІЗ ПРАКТИЧНИМИ ЗАВДАННЯМИ

Стиснуто-зігнуті залізобетонні стержневі елемен-
ти, що одночасно сприймають поздовжні і поперечні 
навантаження, є найбільш поширеними в складі 
будівель та споруд (рис. 1). Позацентрово стиснуті 
залізобетонні елементи можна розглядати як окре-
мий випадок стиснуто-зігнутих, у яких ексцентри-
ситет прикладання поздовжньої сили по довжині 
практично постійний, а поперечне навантажен-
ня відсутнє. До стиснуто-зігнутих залізобетонних 
конструкцій відносять колони одноповерхових 
виробничих будівель, окремі колони багатоповер-
хових будівель та різноманітних споруд, елементи 
підпірних стін, стояки транспортних естакад, тощо. 

В основу сучасних норм проектування 
залізобетонних конструкцій прийнята теоретич-
но і експериментально обґрунтована нелінійна 
деформаційна методика [4], що передбачає вра-
хування не зусиль, а деформацій матеріалів у 
перерізах елементів. В основу деформаційної мето-
дики покладено діаграми стану (деформуван-
ня) бетону і арматури, що встановлюють зв’язок 
між нормальними напруженнями та відносними 
поздовжніми деформаціями у разі осьового                 
стиску чи розтягу [1, 2]. У нормах проектуван-
ня залізобетонних конструкцій [3] регламенто-
вано основні вимоги щодо забезпечення несучої 

здатності, придатності до експлуатації, надійності 
та здатності усіх конструкцій зберігати необхідні 
експлуатаційні властивості протягом усього 
терміну служби  незалежно від характеру їхнього 
напружено-деформованого стану.

У правилах проектування залізобетонних 
конструкцій [4] встановлено передумови розра-
хунку бетонних і залізобетонних конструкцій за 
граничними станами першої і другої груп. Більш 
докладно розглянуто визначення напружено-
деформованого стану елементів при позацентро-
вому стиску та згині, а стиснуто-зігнуті елементи 
не згадуються взагалі. Крім цього, в [4] не наво-
диться докладно метод розрахунку залізобетонних 
елементів за граничними станами другої групи. 
Такі обставини спричиняють певні труднощі в роз-
рахунках конструкцій і стримують успішне вико-
ристання деформаційної методики в проектній 
практиці. Таким чином, наразі практично відсутнє 
методичне забезпечення успішного використан-
ня в проектній практиці деформаційної моделі 
залізобетону.

Метою досліджень є визначення умов рівноваги 
нормальних перерізів стиснуто-зігнутих елементів 
за рахунок математичних перетворень, спрости-
ти розрахункові формули та розробити доклад-
ний метод визначення прогинів та ширини роз-
криття тріщин, що буде мати безпосередній зв’язок 
із деформаційною моделлю при вирішенні прак-
тичних завдань проектування залізобетонних 
конструкцій.

АНАЛІЗ ОСТАННІХ ПУБЛІКАЦІЙ ТА 
НЕВИРІШЕНІ  РАНІШЕ ПИТАННЯ    

Теоретичних та експериментальних досліджень 
роботи стиснуто-зігнутих залізобетонних елементів 
виконано обмежену кількість. Основні положення 
розрахунку стиснуто-зігнутих елементів висвітлено 
в [5], де наведено їхні основні характеристики, 
відмінність від позацентрово стиснутих елементів 
та залежність переміщення пружного стержня від 
величини стискаючої сили.

Дослідженню роботи залізобетонних елементів, 
що стиснуті поздовжньою силою, в процесі 
експлуатації сприймають згин від дії попереч-
ного короткочасного динамічного та статично-
го навантаження, присвячена робота [6]. На 
основі експериментальних даних робиться висно-
вок, що міцність стиснуто-зігнутих стержнів при 
поперечному згині статичним або динамічним 
навантаженням зростає при збільшенні рівня 
сил обтиснення, а також процента армування. 
Однак, із збільшенням зусиль поздовжнього 
обтиснення елементів зменшується їх здатність 
до непружного деформування, що призводить 
до крихкого руйнування бетону по всій висоті 
поперечного перерізу в найбільш напруженому 
місці. Виконані експерименти дозволили також 
перевірити і уточнити формулу чинних на той час 

Рис. 1.  Розрахункова схема стиснуто-зігнутого 
елемента
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норм (CНиП ІІ-21-75 ”Бетонные и железобетон-
ные конструкции“) для визначення усередненої 
жорсткості стиснуто-зігнутих елементів із ураху-
ванням тріщин у розтягнутій зоні, поздовжньої 
сили та інших факторів.

Велику групу конструкцій, в нормальних 
перерізах яких виникають зусилля стиску зі зги-
ном, представляють попередньо напружені еле-
менти на стадії виготовлення та монтажу. У цьому 
випадку поздовжньою силою є зусилля обтиснен-
ня. В роботі [7] висвітлено результати дослідів 
таких елементів, що підтвердили неприйнятність 
використання коефіцієнта гнучкості елементів 
η, визначеного як для позацентрово стисну-
тих елементів, у розрахунках стиснуто-зігнутих 
елементів. Автори [7] запропонували формули для 
визначення коефіцієнта η, але тільки для випадку, 
коли діє одна поперечна сила в середині довжи-
ни елемента. Отже, врахування гнучкості в розра-
хунках стиснуто-зігнутих елементів потребує уточ-
нення.

Ґрунтовні дослідження роботи стиснуто-зігнутих 
елементів виконані в Національному університеті 
водного господарства та природокористування 
[8-10]. Випробувано 24 колони з поперечним 
перерізом 100×160 мм та довжиною 150 і 300 см. 
Колони піддавали дії поздовжньої осьової сили 
та поперечного навантаження за схемою чисто-
го згину. Навантаження прикладали одноразово 
та повторно. При цьому співвідношення поздовж-
нього і поперечного навантаження варіювалося. 
На основі отриманих експериментальних 
даних і теоретичних досліджень ще до надан-
ня чинності документам [3, 4] було підтверджено 
доцільність використання деформаційної моделі 
перерізів, оскільки показано, що перед руйну-
ванням максимальні деформації стиснутого бето-
ну можуть вдвічі перевищувати деформації, 
визначені при осьовому стисканні бетонних 
призм. Важливим є і той висновок, що результа-
ти визначення напружено-деформованого стану 
поперечних перерізів стиснуто-зігнутих елементів 
за деформаційною моделлю у виконаних дослідах 
не залежали від вибору формули для описання 
діаграми деформування бетону.

У роботах [11, 12] розглянуто форми напружено-
деформованого стану нормальних перерізів 
стиснуто-зігнутих елементів, наведено рівняння 
їх рівноваги, виходячи з розрахункових зна-
чень міцності і деформаційних характеристик 
матеріалів, та подано метод розрахунку несучої 
здатності елементів. Показано, що теоретичні зна-
чення несучої здатності елементів мають задовільну 
збіжність із експериментальними даними.

Як видно із зазначеного, дослідженням та роз-
робленню методів розрахунку стиснуто-зігнутих 
елементів за граничними станами другої групи не 
надавалась належна увага, що стало обґрунтуванням 
досліджень, висвітлених у цій статті.

УМОВИ РІВНОВАГИ НОРМАЛЬНИХ 
ПЕРЕРІЗІВ СТИСНУТО-ЗІГНУТИХ 
ЗАЛІЗОБЕТОННИХ ЕЛЕМЕНТІВ

У правилах проектування залізобетонних 
конструкцій [4] відповідно до [3] для елементів пря-
мокутного перерізу при позацентровому стиску 
і згині розглядаються дві форми рівноваги: весь 
переріз стиснутий; в перерізі є зона розтягу. Для 
цих форм напружено-деформованого стану наве-
дено умови рівноваги в розгорнутому вигляді [4]. 
Оскільки в стиснуто-зігнутих елементах поперечний 
переріз залежно від співвідношення значень осьової 
сили і поперечного згинального моменту також може 
бути повністю стиснутим або частково стиснутим і 
частково розтягнутим, то і для них можна вважати 
справедливими форми рівноваги, наведені в [4]. Дві 
форми рівноваги для стиснуто-зігнутих елементів 
вже використані при розробленні методу їх розра-
хунку за несучою здатністю (рис. 2) [11].

У розрахунках стиснуто-зігнутих елементів за гра-
ничними станами другої групи немає доцільності 
розглядати їхній напружено-деформований стан за 
першою формою (рис. 2, а), тому що в цьому випад-
ку виникнення тріщини неможливе, а кривизна 
елемента несуттєва. Отже, більш докладно розгля-
немо умови рівноваги стиснуто-зігнутих елементів 
за другою формою напружено-деформованого стану                
(рис. 2, б), при цьому в розрахункових формулах 
необхідно використовувати характеристичні значен-
ня міцності та деформативності бетону і арматури.

За умови, що відомі деформація крайньої фібри стис-
нутого бетону εс(1) та відповідна їй величина стиснутої 
зони бетону х = z(1), використовуючи гіпотезу плос-

Рис. 2.  Перша (а) та друга (б) форми напружено-
деформованого стану стиснуто-зігнутих елементів

 прямокутного перерізу
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ких перерізів, можна визначити всі інші деформації в 
матеріалах залежно від значення εс(1) та z(1):
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Для другої форми рівноваги (рис. 2, б) рівняння 
суми проекцій поздовжніх сил Σ N = 0 можна запи-
сати у такому вигляді: 
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де fck – характеристичне значення міцності бето-
ну на стиск; аk – коефіцієнти полінома для гранич-
них станів другої групи [1]; εc1,ck – деформація бето-
ну при максимальних напруженнях при розрахун-
ках за граничними станами другої групи.

Після інтегрування та відповідних математич-
них перетворень рівняння (3) може бути представ-
лене так:
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Рівняння (4) має більш удосконалену структу-
ру ніж відповідне рівняння, що наведене в [4], 
де в першому члені рівняння перед знаком суми 
міститься відносна кривизна вигнутої осі в перерізі, 
що ускладнює розуміння фізичної суті зусилля в 
стиснутому бетоні. У формулі (4) перед знаком суми 
міститься вираз, що відповідає зусиллю в стисну-
тому бетоні за умови рівномірного розподілу в 
ньому напружень, а під знаком суми коефіцієнт 
повноти епюри напружень ωk, що враховує її 
криволінійність і залежить тільки від класу бетону 
та рівня деформацій, а тому може бути представле-
ний у табличній формі (табл. 1).

Таблиця 1.  Значення коефіцієнтів повноти епюри напружень (ωk) і відносної міцності 
бетону (βk) для розрахунків за граничними станами другої групи

Примітки:
*- εc1,ck – деформація бетону при максимальних напруженнях при розрахунках за граничними станами 

другої групи; εс– біжуче значення деформації бетону;
** - при значеннях εсu1,ck  / εс1,ck
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З урахуванням використання коефіцієнта повно-
ти епюри напружень у стиснутому бетоні перша 
умова рівноваги набуває такого кінцевого вигляду:
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Аналогічно можна отримати рівняння рівноваги 
стосовно діючих в перерізі згинаючих моментів, 
що після інтегрування і математичних перетворень 
вихідного рівняння набуває вигляду:
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де e0– ексцентриситет прикладання поздовжньої 
сили e0= M/N.   

У рівнянні (6) в першому члені під знаком суми 
міститься коефіцієнт βk, що враховує криволінійну 
епюру напружень у стиснутому бетоні при 
визначенні величини згинального моменту. Цей 
коефіцієнт, як і коефіцієнт ωk, залежить від класу 
бетону та рівня деформацій стиснутої крайньої 
зони бетону і також може бути представленим у 
табличній формі (табл. 1). З урахуванням цього 
рівняння рівноваги (6) може бути записаним у 
вигляді
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Форма запису рівнянь (5) і (7) дещо відрізняється 
від форми запису аналогічних рівнянь, наведе-
них в [4], а саме, вони не містять у собі відносної 
кривизни елементів, у них введено коефіцієнти 
ωk і βk, що дозволяє спростити процес розрахун-
ку напружено-деформованого стану нормальних 
перерізів стиснуто-зігнутих елементів, використо-
вуючи метод поступового наближення [4].

ВИЗНАЧЕННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМО-
ВАНОГО СТАНУ НОРМАЛЬНИХ  ПЕРЕРІЗІВ   
СТИСНУТО-ЗІГНУТИХ ЕЛЕМЕНТІВ ПРИ 
ЕКСПЛУАТАЦІЙНИХ  НАВАНТАЖЕННЯХ

Для розрахунків елементів за граничними стана-
ми другої групи необхідно визначити деформації в 
матеріалах при дії експлуатаційного навантажен-
ня, для чого виконується аналіз зміни напружено-
деформованого стану нормальних перерізів шля-
хом спільного рішення рівнянь (5) і (7) за умови при-
росту деформацій, внаслідок чого встановлюється 
зв’язок “стискальна сила – деформація” (“N – εc”). 

Цей зв’язок може бути представлений у табличній 
формі або у вигляді відповідної діаграми. Задача 
вирішується методом послідовних наближень [4].
При цьому вважаються відомими всі геометричні 
характеристики поперечного перерізу елемента, 
параметри діаграм деформування матеріалів та 
ексцентриситет прикладання поздовжньої сили e0.

У рівняннях рівноваги поперечного перерізу 
(5) і (7) при заданому значенні деформації бето-
ну εс(1) невідомою є висота стиснутої зони бето-
ну x. Практично задача знаходження невідомого 
вирішується методом наближень із заданою 
точністю m, яку можна встановити 2% або 5%. На 
першому кроці наближення при εc=εс(1) можна при-
йняти x = z(1) = 0,5dі, використовуючи формулу (5), 
визначити відповідну поздовжню силу
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За знайденим значенням N(1) перевіряється вико-
нання рівняння рівноваги (7) за виразом
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У формулах (8) і (9) коефіцієнти ωk і βk прий-
мають за табл. 1 при фактичному значенні 
відношення εс(1) /εс1,ск.

Якщо умова (9) виконується, то це свідчить про 
те, що вже на першому кроці знайдено рішення 
системи рівнянь (5) і (6) і можна знайти величи-
ну згинального моменту M(1) та кривизну елемен-
та χ(1), що відповідають значенням εс(1) і N(1), за таки-
ми формулами:

                 ( ) ( ) ( )( )01 1 1 0,5 ;M N z h e= − +            (10)

                         ( )
( ) ( )1 2 1

1 ,c s

d
ε ε

χ
+

=                    (11)

де εs2(1)– відносна деформація розтягнутої арматури, 
що визначається за формулою (1); d – робоча висо-
та поперечного перерізу (рис. 2, б).

Якщо умова (9) не дотримується, необхідно вико-
нати другий крок наближення, в якому при тому ж 
значенні εc(1) необхідно змінити величину стиснутої 
зони бетону, прийнявши її z(2) = z(1)(1 ± i), де i – крок 
наближення (можна приймати i = 0,02 або 0,05). 
При значенні x = z(2)  виконуються всі розрахунки 
і перевіряється умова (9). Якщо і на цьому кроці 
вона не виконується, робиться третій крок набли-
ження, приймаючи z(3) = z(2) (1 ± i). Такі наближення 
виконують до досягнення умови (9). За визначеним 
в останньому наближенні z(n) (n – номер кроку остан-



НАУКА ТА БУДIВНИЦТВО  1(15)’201878

нього наближення) за формулами (10) і (11) визна-
чають значення згинаючого моменту M(n) та χ(n), що 
відповідають значенням εс(1) і N(n).

У результаті виконаних за наведеним мето-
дом розрахунків отримано параметри діаграми 
механічного стану перерізу в першій її точці, а саме, 
при значенні деформації бетону більш стиснутої 
грані, рівній εс(1). Для отримання наступних точок 
діаграми стану перерізу необхідно виконати розра-
хунки при інших значеннях деформацій εс   в межах 
від 0 до εсu1,ck. Як правило, з достатньою точністю 
отримують результати при зміні деформацій через 
∆εс(1) = 0,1εс1,ck. Тобто, εс(1) = 0,1εс1,ck; εс(2) = 0,2εс1,ck;                    
εс(10) = εс1,ck і так далі до εсu1,ck.

Для подальшого аналізу отримані характерис-
тики напружено-деформованого стану перерізу 
залежно від εс зводяться в таблицю або за їх дани-
ми будують необхідні діаграми.

Всі розрахунки легко і з мінімальною затратою 
часу виконуються в програмі Exсel. 

РОЗРАХУНОК ЕЛЕМЕНТІВ ЗА                                                                                                            
РОЗКРИТТЯМ ТРІЩИН ТА ЗА 
ДЕФОРМАЦІЯМИ

У розрахунках залізобетонних конструкцій 
за придатністю до нормальної експлуатації 
розглядається напружено-деформований стан 
перерізу при дії навантажень із характеристич-
ними значеннями. Стосовно стиснуто-зігнутих 
елементів від таких навантажень визначають осьо-
ву силу NSLS  від поздовжнього навантаження та 
максимальний згинаючий момент MSLS від попереч-
ного навантаження. Спільну дію осьової сили і зги-
наючого  моменту  в розрахунках можна  замінити  
дією  сили  NSLS з  ексцентриситетом e0 = MSLS / NSLS. 
За наведеним вище методом будується діаграма 
механічного стану поперечного перерізу (можливо 
в табличній формі), за якою визначають значення 
параметрів напружено-деформованого стану при 
N = NSLS. 

Ширину розкриття тріщин wk у нормальному 
перерізі елемента визначають за формулою [4]

                    ( ), ,k r max sm ctmw s ε ε= −                   (12)

де - εsm - εctm різниця між середніми деформаціями 
в арматурі та середніми деформаціями бетону між 
тріщинами, що знаходять за формулою 

( )
( ) ( ),

, ,
,

1 1
0,6 .

ct elf
s t e p elf e p elf

p elf s
sm ctm

s s

f
k a a

E E

σ ρ ρ
ρ σ

ε ε
− + +

− = ≥ (13)

У формулі (13) напруження в розтягнутій 
арматурі в перерізі з тріщиною σs знаходять за 
діаграмою механічного стану при N = NSLS. Усі інші 
величини, що містяться в формулах (12) і (13), та їх 
визначення наведені в [4]. Аналогічно може бути 
визначена ширина розкриття тріщин від дії довго-
тривалих навантажень.

Також із використанням розрахованої діаграми 
стану поперечного перерізу визначають кривизну 
елемента х при N = NSLS, за значенням якої знахо-
диться прогин елемента f за відомою формулою, в 
якій позначення прийняті відповідно до [4],

                                 2 .mf k lχ=                          (14)

Отже, із зазначеного випливає, що для розрахун-
ку стиснуто-зігнутих елементів за граничними стана-
ми другої групи необхідно встановлювати діаграму 
зміни напружено-деформованого стану поперечно-
го перерізу залежно від рівня навантаження (рівня 
деформації бетону), що дає можливість встанов-
лювати напруження в матеріалах, їх деформації 
та кривизну при дії експлуатаційного навантажен-
ня. Крім цього, розраховані діаграми механічного 
стану за наведеним методом дають можливість 
визначити руйнівне навантаження, що дорівнює                           
Nu = Nmax  при  dN / dεс = 0.

ВИСНОВКИ
1.  �Отримано математично удосконалені умови 

рівноваги нормальних перерізів стиснуто-
зігнутих залізобетонних елементів, що 
відповідають сучасній деформаційній моделі 
їх роботи. 

2.  �Спільне рішення рівнянь рівноваги дає 
можливість отримати зміну напружено-
деформованого стану нормальних перерізів 
елементів при різних рівнях навантажен-
ня та визначити напруження і деформації в 
матеріалах при їх характеристичних значен-
нях, що необхідні для розрахунку елементів 
за граничними станами другої групи.

3.  �Запропонований метод легко реалізується в 
програмі Excel, що забезпечує використання 
в повному обсязі деформаційної моделі при 
проектуванні залізобетонних конструкцій.
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